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摘　　　要 : 基于时频转换的思想 ,提出了一套利用叶片自由模态求解带凸肩叶片非线性振动响应的方法.

该方法消除了原来方法在时频转换过程中存在的一些问题 ,并考虑了振动过程中接触刚度随正压力的变化 ,

提高了计算效率和结果的准确性 ,计算结果与试验结果具有很好的一致性 ,完全能够满足叶片减振设计的工

程需要.此外 ,还分析了自由模态阶数对计算结果的影响 ,发现当接触面接近自由时 ,需要少阶的叶片自由模

态就能得到准确结果 ;而当接触面接近粘滞时 ,需要较多阶的模态才能得到准确响应.
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Abstract : Base on t he idea of alternating f requency/ time (A F T) domain , an approach to

predict t he nonlinear response of a shrouded blade system was developed using f ree mode

shapes1 Some sources of error in t he p rocess of p revious A F T were eliminated and t he instan2
taneous variety of contact stiff ness was taken into account , improving evidently the correct2
ness and efficiency1 Comparison of t he calculated and experimental result s p roves t hat t his

met hod meet the engineering need of blade damping design f ully1 Furt hermore , influences of

t he number of f ree mode shapes on t he calculated result s are st udied1 It is found t hat in the

neighborhood of t he f ully slip region , few number of f ree mode shapes are required in order

to obtain t he accurate resonant response of a shrouded blade system ; however , it need much

more number of f ree mode shapes to obtain t he accurate response in t he neighborhood of the

f ully stuck region1

Key words : contact stiff ness ; dry f riction ; vibration ; shroud ; blade

　　航空发动机叶片在工作时 ,通常会由于受到

各种气流引起的循环载荷激励而发生高循环疲劳

失效 ( HCF) ,这会造成发动机可靠性的下降和维

护成本的增加.在发动机设计时 ,必须增加叶片系
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统阻尼 ,来降低叶片振动应力 ,防止高循环疲劳失

效 ( HCF) .凸肩结构就是一种常用的干摩擦减振

结构 ,比如 , F1002PW2229 发动机前两级风扇、

F404第一级风扇都采用了凸肩结构来减小振动.

凸肩结构是利用振动过程中相邻叶片凸肩接触面

之间的相互摩擦而消耗振动能量实现减振的.通

常 ,凸肩接触面之间的相对运动是 3维的 ,一个振

动周期内 ,会经历滑移 - 粘滞 - 滑移等不同接触

状态的转换 ,有些情况下甚至会出现接触面分离

的现象 ,使得带凸肩叶片系统具有很强的局部非

线性特征.

目前 ,基于柔度法的谐波平衡法 ,是航空涡轮

发动机工业中进行带摩擦阻尼器叶片的动力分析

和设计时应用最广泛的方法.文献 [ 122 ]利用该方

法求解了考虑一次谐波时带凸肩叶片的动力响

应.一次谐波平衡法具有很高的计算效率 ,当接

触面保持连续滑移状态时 ,采用一次谐波平衡

法可以获得足够精确的结果 ;而当接触面处于

粘 - 滑状态 ,特别是凸肩接触运动中接触面出

现相互分离的状态时 ,非线性项中高次谐波对

振动的影响较大 ,采用一次谐波平衡法所得的

结果将会有较大的误差. Ferri [3 ]利用考虑高次谐

波成分的多次谐波平衡法 ,在不考虑正压力变化

的情况下 ,对带有一维摩擦阻尼器的悬臂梁的内

部共振进行了研究. Wang[4 ]也发展了考虑多次谐

波的谐波平衡方法 ,但只适用于一维接触模型中

摩擦力的线性化.

单颖春[5 ]将柔度系数法、谐波平衡法与求解

摩擦力的数值轨迹跟踪方法结合起来发展了一种

求解带干摩擦阻尼器叶片非线性响应的时频转换

法 (A F T) ,并分析了高次谐波对计算结果的影

响.但是 ,该方法在具体求解过程中存在一些不

足 :①利用轨迹跟踪法求解摩擦力时没有考虑接

触刚度的变化 ;②在求解摩擦力时 ,接触面内切向

相对运动中包含了接触面响应的常数项 ; ③先分

别单独求解了各阶模态产生的响应及相应的摩擦

力 ,然后再求和.而实际上 ,接触刚度是随正压力

的变化而变化的 ;接触面响应的常数项只起到改

变初始平衡位置的作用而不影响摩擦力的变化 ;

求摩擦力时应该用叶片总的响应引起的相对位

移 ,然后将摩擦力作为反馈力去求解非线性响应.

这些不足 ,对较小的激振力或正压力始终不变的

缘板阻尼器影响不显著 ,但对接触运动更加复杂

的凸肩 (叶冠)结构 ,或激振力较大的情况会带来

较大误差.

本文基于时频转换法利用自由模态来求解带

凸肩叶片非线性响应 ,并进行了如下改进 :①考虑

了振动过程中法向正压力的变化对接触刚度的影

响 ; ②去掉了求解摩擦力时接触面切向运动中的

常数项影响 ;③利用凸肩接触面总的相对位移来

求解摩擦力 ,然后将摩擦力作为反馈力再求解叶

片响应 ,降低了摩擦力的求解误差 ,提高了计算效

率.此外 ,利用文献 [ 6 ]中的试验结果对该方法进

行了验证 ;并分析了自由模态阶数对计算结果的

影响.

1　凸肩接触面相互作用

图 1为带凸肩结构的叶片系统 ,在工作过程

中凸肩接触面之间会产生周期性 3维相对接触运

动.为了分析方便 ,可以将其分解为接触面内的切

向运动和垂直于接触面的法向运动 ,如图 2所示.

面内的切向运动引起接触面的粘滞 - 滑移摩擦现

象 ,并通过摩擦耗能对系统起到减振作用 ;垂直于

接触面的法向运动分量将导致接触面正压力的不

断变化 ,且接触面之间的相互作用力完全由振动

过程中接触面之间的相对运动来决定.

不失一般性 ,利用图 3 所示的模型来分析接

触面之间的相对运动.设节点 1 ,2为物体 A 和物

体 B在接触面上的对应接触对 ,且 k时刻的振动
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位移已经通过迭代获得.其在总体坐标系 ( X Y Z)

各坐标轴上的分量为 ( x1
k , y1

k , z1
k ) , ( x2

k , y2
k , z2

k ) ,则

考虑相互摩擦作用力之前 ,接触对 1 ,2 之间 k时

刻的相对位移可以表示为

xr
k = x1

k - x2
k

yr
k = y1

k - y2
k

z r
k = z1

k - z2
k

(1)

图 3　接触对之间的相对运动

Fig13　Relative motion of contact point s

若以节点 2 为原点建立局部坐标系 ( X′Y′

Z′) ,则局部坐标系下接触对之间相对位移可以用

坐标转换得到 : (Δx′k ,Δy′k ,Δz′k ) = ( xr
k , yr

k , zr
k ) T0 ,

T0 为坐标转换矩阵.同样的方法 ,可以求得接触

对在一个振动周期内局部坐标系下的相对位移向

量 : (Δx′,Δy′,Δz′) .

接触面法向压力可以根据法向分量Δz′由公

式 (2)确定

N k =

N 0 + kz , kΔz′k Δz′k ≥-
N0

kz , k

0 Δz′k ≤-
N0

kz , k

(2)

式中 N k 为 k 时刻接触面的法向正压力 , N0 为接

触面初始正压力 , kz , k为接触面法向接触刚度 ,它

是随正压力 N k 而变化的[ 6 ] .

接触面内的摩擦力则完全由切向分量Δx′,

Δy′决定 ,但二者关系一般无法用显性的解析表

达式来描述 ,只能在时域下利用对数值轨迹跟踪

法来求解振动周期内接触面之间的摩擦力[5 ] .

假设物体 A ,B 之间接触点对之间存在如图

4所示的接触元件 , kd 为无质量弹簧单元 ,用来描

述接触面之间的切向接触刚度.

振动过程中 ,接触点 a始终和节点 1粘结在一

起 ,所以接触点 a在局部坐标系 ( X′Y′Z′)中的运

动完全由相对运动就可以确定 ,即 ( x′a , y′a , z′a ) =

(Δx′,Δy′,Δz′) .而 b点的运动 ( x′b , y′b)代表了滑

图 4　接触面内接触点粘 - 滑模型

Fig14　Stick2slid model of contact points in the

contact plane

动接触点在局部坐标系中的轨迹 ,完全由接触点

之间的初始相对位移 ( x′a , y′a , z′a )和接触面之间

的法向压力 (公式 (2) )依据库仑定律决定.不失一

般性 ,假设在 k时刻 ,接触点 a ( x′a, k , y′a, k )在接触

面内的位移向量为 ak ,通过轨迹跟踪法得到的前

一振动周期内接触点 b( x′b, k , y′b, k )的稳定位移向

量为 bk .那么 ,在 k + 1时刻 ,接触点 b的位移向量

bk + 1可以利用如下的过程得到.如果 ak + 1和 bk 之

间的距离小于滑移临界距离 d k + 1
lim = μN ( k + 1) /

kd, ( k + 1) ,接触点 b将和节点 2 保持固定 ,即 bk + 1 =

bk ;否则 ,接触点 b将向着点 a 运动 ,直到满足

ak + 1 和 bk + 1 之间的距离为 dk + 1
lim = μN ( k + 1) /

kd , ( k + 1) .用同样的方法 ,一步步跟踪接触点 b在

接触面局部坐标系中的位移 ,直到振动周期内所

以离散时间点上的轨迹在两个相邻的数值都

收敛.

在得到 b点的稳定运动轨迹之后 ,振动周期

内所有离散时间点上接触面之间的摩擦力大小和

方向就可以利用下面的公式求得

d ( ak , bk ) = ( x′a, k - x′b, k ) 2 + ( y′a, k - y′b, k ) 2
　

(3)

f k = kd , k ×d ( ak , bk ) (4)

θk =

arctan
y′a, k - y′b, k

x′a, k - x′b, k
x′a, k - x′b, k > 0

π+ arctan
y′a, k - y′b, k

x′a, k - x′b, k
x′a, k - x′b, k < 0

(5)

式中 d ( ak , bk )为 k时刻接触点之间的距离 , f k 为

k 时刻摩擦力的大小 ,θk 为物体 A 受到的摩擦力

和局部坐标系 X′轴正方向的夹角 , kd , k为 k 时刻

接触面的切向刚度 ,是该时刻法向正压力 N k 的

函数.以最简单的接触面之间相互椭圆运动为例 ,

其接触点的轨迹跟踪示意图及摩擦力的方向如

图 5所示.

采用同样的方法可以求得凸肩接触面之间每

个接触对的相互作用力 ,整个凸肩接触面的作用

力为各个接触对间作用力的合力.

0611



　第 5期 史亚杰等 :带凸肩叶片非线性振动响应分析

图 5　轨迹跟踪示意图

Fig15　Schematic diagram of t racing the t rajectory

2　带凸肩叶片非线性振动响应求解

由于带凸肩 (叶冠)叶片接触面在振动过程中

是复杂的 32D接触运动 ,叶片的振动具有很强的

局部非线性特性.通常 ,很难在频域下直接由接触

面位移响应来求解非线性摩擦力 ,而在时域下利

用轨迹跟踪法求解摩擦力很方便.因此 ,本文采用

时频转换法来迭代求解带凸肩叶片的非线性振动

响应 ,即利用快速傅立叶变化 ( FF T)及其逆变换

( FF T - 1 ) ,在频域下利用动柔度法和多次谐波平

衡法 (M HBM)求解叶片接触面响应 ,而在时域下

利用接触点数值轨迹跟踪法求解接触面摩擦力 ,

并对其进行了改进 ,具体方法如下 :

设带凸肩 (叶冠)叶片系统运动方程为

Mẍ ( t) + CÛx ( t) + Kx( t) = q( t) + f ( x , Ûx , t) (6)

其中 M ,C和 K分别为叶片的质量矩阵 ,阻尼矩

阵和刚度矩阵 ; x为叶片自由度的位移向量 ; q ( t)

为叶片受到的周期性外部激振力 ; f ( x , Ûx , t)为接

触面上的非线性摩擦力 ,它是位移向量 x ,速度向

量 Ûx和时间 t 的函数.需要注意的是 ,除了接触点

自由度以外 ,所有其余自由度上的 f ( x , Ûx , t)

为零.

周期性的外部激振力可以表示成如下的傅立

叶级数形式

q( t) = ∑
H

h = 0
Qhej hωt (7)

其中 H为计算中考虑的最大谐波次数 ,Qh为外部

激振力的第 h次谐波分量.

假设系统受到周期性线性外部激振力时 ,叶

片系统的强迫响应和振动引起的接触面摩擦力都

是周期性的 ,且具有和外部激振力相同的基频.那

么 ,叶片的振动位移响应和接触面摩擦力同样可

以表示成傅立叶级数的形式

x ( t) = ∑
H

h = 0
Xhej hωt 　h = 0 ,1 ,2 , ⋯, H (8)

f ( x , Ûx , t) = ∑
H

h = 0

Fhej hωt 　h = 0 ,1 ,2 , ⋯, H (9)

其中ω为激振力的基频 , T = 2π/ω, Xh 和 F h 为

叶片响应和接触面摩擦力的第 h 次谐波分量 ,包

含着其幅值及相位 ,是复向量.

通过对不考虑接触面摩擦力时的带凸肩叶片

进行模态分析 ,可以得到叶片的固有频率、相应的

模态振型 ,及其余模态参数.因为 ,在进行模态分

析时 ,凸肩接触面自由 (没有考虑摩擦约束力) ,故

称之为叶片自由模态.带凸肩自由叶片系统的第

p阶模态柔度矩阵的第 h 次谐波成份 ,可以利用

下面公式来求得

R
f
hp =

Φf
pΦf

p
T

[ Kf
p - Mf

p ( hω) 2 + j ( hω) Cf
p ]

p = 1 ,2 , ⋯, N ; h = 0 ,1 ,2 , ⋯, H (10)

其中Φf
p 为第 p 阶自由模态振型 ; Kf

p , Mf
p 和 Cf

p

分别为第 p阶模态刚度、模态质量和模态阻尼 ,上

标 f表示为自由模态参数 ;ω为振动频率 , h为对应

的谐波次数.

利用多次谐波平衡法 ,叶片响应的第 h次谐

波分量可以表示为

Xh = ∑
N

p = 1

Xhp = ∑
N

p = 1

Rf
hp ( Qh + Fh)

h = 0 ,1 ,2 , ⋯, H (11)

在叶片振动过程中 ,只有接触面上的自由度

受到非线性摩擦力的作用 ,因此 ,可以将叶片的响

应分为叶身、和左、右接触面 3 部分 (如图 1 所

示) ,其第 h次谐波分量表示为

Xh =

XR , h

XB , h

XL , h

(12)

其中 XB , h为其叶身自由度的响应的第 h次谐波分

量 , XL , h , XR , h 为其左 ,右两边凸肩接触面自由度

的响应的第 h次谐波分量.

类似于式(12) ,叶片所受的外部线性激振力 Qh

和接触面摩擦力的第 h次谐波分量 Fh可以表示为

Qh =

QR , h

QB , h

QL , h

(13)

Fh =

FR , h

FB , h

FL , h

=

FR , h

0

- ej hψFR , h

(14)

则叶片响应的第 h次谐波分量可以表示为
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Xh =

XR , h

XB , h

XL , h

= ∑
N

p = 1

Rf
RR , hp Rf

RB , hp Rf
RL , hp

Rf
BR , hp Rf

BB , hp Rf
BL , hp

Rf
L R , hp Rf

LB , hp Rf
LL , hp

QR , h + FR , h

QB , h

QL , h + FL , h

, p = 1 ,2 , ⋯, N ; h = 0 ,1 ,2 , ⋯, H (15)

即接触面位移响应可以通过公式 (16) 得到 ,这样参与非线性迭代的自由度大大减少 ,计算效率得到

提高.

XR , h = ∑
N

p = 1

Rf
RR , hp Rf

RB , hp Rf
RL , hp Q h + Rf

RR , hp Rf
RL , hp

FR , h

FL , h

XL , h = ∑
N

p = 1

Rf
L R , hp Rf

LB , hp Rf
LL , hp Q h + Rf

L R , hp Rf
LL , hp

FR , h

FL , h

(16)

而大量的叶片其余自由度的响应可以利用下式来求得

XB , h = ∑
N

p = 1

Rf
BR , hp Rf

BB , hp Rf
BL , hp Q h + Rf

BR , hp Rf
BL , hp

FR , h

FL , h

(17)

　　对于协调叶片系统 ,凸肩接触面之间的相对

位移 (ΔXR ,ΔXL ) 由叶片凸肩左、右接触面响应

XL , h , XR , h , h = 0 , 1 , 2 , ⋯, H 完全确定[ 6 ] .而接触

面之间的摩擦力仅为接触面相对位移的函数 ,利

用时域内数值轨迹跟踪法可以求得.因此 ,对方程

(15)的求解可以分为两步来迭代完成 ,首先 ,利用

时频转换法求得凸肩接触面位移响应和摩擦力 ,

流程如图 6所示 ,其中 T0 为整体坐标系与局部坐

标系之间的转换矩阵 ;接着 ,利用公式 (17)求解剩

下的叶身线形自由度响应.

需要指出的是 ,摩擦力是由凸肩接触面之间

的总的相对位移决定的 ,而不是各阶模态对应的

相对位移引起的摩擦力的叠加.因此 ,求解摩擦力

时必须用接触面总的相对位移 ,然后将摩擦力作

为反馈力去求解非线性响应.而不能先分别迭代

求解各阶模态 ,再累加来求解摩擦力和响应.

3　计算方法的试验验证

文献[ 6 ]对带凸肩叶片的振动特性进行了系

统的试验研究 ,试验系统及带凸肩平板叶片的结

构如图 7和图 8 所示.下面选用距叶根 160 mm、

接触角为 90°的凸肩结构为例来进行数值计算与

试验的对比分析 ,以考核带凸肩叶片非线性响应

计算方法的准确性.根据试验中叶片的边界条件 ,

求解过程中接触面采用 B2G模型 ,激振力大小为

2 N ,粘性阻尼比为 01004.

图 9为利用非线性响应分析软件计算得到的

不同接触面初始正压力时带凸肩平板叶片一阶弯

图 6　自由模态时2频转换法流程图
Fig1 6　Flow chart of the alternating f requency/ time domain method using free mode
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图 7　非旋转带凸肩平板叶片减振效果试验系统

Fig17　Experiment system of damping characteristic of non2rotating shrouded blade

图 8　带凸肩平板叶片结构

Fig18　Structure of the shrouded flat blade

曲振动叶尖位置的频响曲线 ,图 10为相同条件下

的试验结果.

可以看出 ,计算和试验结果非常相似.为了更

好的比较计算和试验结果中峰值大小和峰值频率

的变化规律及数值误差 ,依据图 9和图 10绘制了

该叶片一阶弯曲振动计算和试验峰值频率及叶尖

峰值随接触面初始正压力变化的对比曲线 ,如图

11所示.从图 11 中可以看出 ,除了由于计算模

型、边条等原因造成的具体数值上有些误差之外 ,

计算和试验结果的规律完全相同 : ①当接触面存

在一定初始正压力时 ,随初始正压力的增加 ,峰值
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频率不断增大 ,但增加幅度越来越小 ,逐渐趋于接

触面与地面用刚度为接触刚度的弹簧连接时叶片

的固有频率 ;②存在一个最优初始正压力区间 ,减

振效果最好 ,且计算和试验的区间相当吻合.这说

明本文的计算方法完全能够满足工程需要.

图 11　一阶弯曲响应计算结果与试验结果的对比分析

Fig111　Resonant f requency and peak of the first order

bending response versus preload : comparison of

calculated and experimental result s

4　自由模态阶数对计算结果的影响

研究表明 ,采用自由模态求解叶片非线性动

力响应时 ,自由模态阶数的多少会对结果产生一

定的影响 ,且不同的凸肩接触面初始状态需要的

模态阶数会不同.下面以图 8所示的平板叶片为

例来说明求解使用的模态阶数对计算结果的影响.

表 1给出了不同接触面状态时 ,所采用自由模态阶

数和带凸肩叶片一阶弯曲振动响应之间的关系.

表 1中的误差指的是本文开发的非线性响应

方法求得的不同初始正压力下的结果与其对应的

线性状态 (自由、完全粘滞)的有限元计算结果之

间的误差.可以看出 ,当接触面完全滑移时 ,仅使

用第 1阶自由模态就可以计算得到平板叶片一阶

弯曲振动的正确响应结果 ;而当接触面完全粘滞

时 ,需要 40阶自由模态才能得到较准确的响应结

果 ,如果采用的模态阶数较少 ,则响应的峰值频率

要比实际的有所提高 ,且模态阶数越少 ,峰值频率

偏移越大.

这是因为 ,凸肩结构不仅增加了叶片系统的

阻尼 ,同时还增加了叶片系统的刚度 ,尤其是当接

触面接近与粘滞时 ,叶片的动力特性与自由状态

时有很大的变化.而本文求解非线性响应采用的

是基于谐波平衡法的柔度法 ,求解中利用叶片自

由模态得到的柔度矩阵来描述叶片本身的动力特

性.当初始正压力较小 ,即接近于滑移状态时 ,与

自由状态相比较 ,叶片动力特性变化不大 ,采用较

少阶的自由模态就可以准确描述其动力特性 ;而

当初始正压力较大时 (接近于粘滞状态) ,叶片动

力特性相对于自由模态发生较大改变 ,如果仅采

用前面少数阶模态进行计算 ,则相当于增大了叶

片本身的刚性 ,求得的叶片响应峰值频率会比实际

的要偏高.因此 ,只有采用足够的模态阶数来描述

叶片本身的动力特性 ,才能得到准确的计算结果.

且接触面接触刚度越大 ,需要的模态阶数也越多.

表 1　自由模态阶数对叶片振动响应计算结果的影响表

Table 1　Influence of free modes number on the blade response

接触面状态
模态
阶数

计算
时间/ s

峰值/

mm

峰值
频率/ Hz

误差/ %

峰值 频率

滑
移

自由

N 0 = - 100 N

— — 0129 32 — —

1 300 0129 32 0 0

5 350 0129 32 0 0

粘
滞

完全粘滞

N 0 = - 500 N

— — 0131 273 — —

1 420 — > 500 — > 200

5 720 01273 334 - 11194 22134

10 840 0129 285 - 6145 4140

20 990 0132 278 3123 1183

40 1310 01325 276 4184 1110
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5　结　论

本文基于时频转换思想 ,提出了一种利用叶

片自由模态来求解带凸肩叶片非线性响应的方

法 ,该方法在频域下利用谐波平衡法求解叶片响

应 ;然后将相邻凸肩接触面之间总的相对位移转

换到时域下利用轨迹跟踪法求得相互之间的摩擦

力 ;再将摩擦力作为反馈力转换到频域下去求解

响应 ,如此迭代直到收敛.该方法消除了以前时频

转换过程中的一些误差 ,提高了非线性响应的求

解准确性和效率.计算结果与试验结果的具有很

好的一致性 ,完全能够满足叶片干摩擦减振工程

设计的需要.文章还分析了自由模态阶数对计算

结果的影响 ,给出了利用自由模态求解叶片非线

性响应时给定自由模态阶数的准则.
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